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با استفاده از دو پتانسیل درجه دو و درجه چهار  Er۱۶۸محاسبه ترازهای انرژی هسته 
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 چکیده:

های مختلف سنجیده پتانسیل با فرضEr1۶۸ماتلسون برای توصیف ترازهای انرژی هسته -در این مقاله توانایی مدل بوهر

است. برای این هدف، وابستگی زاویه ای در مدل مورد استفاده، با استفاده از تغییر متغیرهای صورت گرفته در معادله شده

های رابطه شود. همچنین ثابتهای بسل گزارش میشعاعی وارد شده است و نتایج به صورت ترکیبی از چند جمله ای

مقادیر تجربی و با استفاده از تکنیک برازش حداقل مربعات استخراج گردید. نتایج حاصل از این  انرژی در مقایسه با

بررسی، دقت بالاتر پتانسیل درجه چهارم را در مقایسه با پتانسیل درجه دوم نشان داده و لذا ماهیت تغییر شکل یافته 

، ضرورت استفاده از J=  ۳در توصیف تراز با اسپین  نماید.همچنین دقت بیشتر پتانسیل درجه دوماین هسته را تایید می

هایی که بیرون لایه های بسته قرار دارند و از حالت کروی های مختلف را در بررسی طیف چنین هستهترکیب پتانسیل

 دهد.فاصله گرفته است و تغییر شکل یافته اند را نشان می

 عی، پتانسیل درجه چهار شعاعیماتلسون، پتانسیل درجه دو شعا-مدل بوهر: هاکلیدواژه

Calculation of energy spectra of 168Er by using two quadratic and 
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Abstract: 
In this article, the ability of the Bohr-Mottelson model to describe the energy levels of the Er168 

nucleus has been measured by assuming different potentials. For this purpose, angular 

dependence has been introduced in the used model by changing the variables in the radial 

equation, and the results are reported as a combination of Bessel polynomials. Also, the constants 

of the energy relationship were compared with the experimental values and extracted using the 

least square fitting technique. The results of this investigation show the higher accuracy of the 

fourth-order potential compared to the second-order potential and therefore confirm the deformed 

nature of this nucleus. Also, the higher accuracy of the quadratic potential in describing the 

alignment with spin J = 3 shows the necessity of using a combination of different potentials in 

examining the spectrum of such nuclei that are outside the closed layers and have moved away 

from the spherical state and have been deformed. 

Keywords: Bohr-Mottelson model, quadratic radial potentials, biquadratic radial 

potential. 

  



 

2 

 مقدمه. 1

تغییر  هایتغییر شکل هسته از حالت کروی به هسته مختلف و بررسی های1ترکیب تقارنبررسی مطالعات در راستای 

استفاده با  است، در سالهای اخیر وجود ضرورت استفاده از چند نوع پتانسیلبصورت گسترده ای توسعه یافته  شکل یافته 

 هایمدلکند. میرا توجیه  هامشاهده شده ی تجربی هسته هایهسته ای مختلف برای توصیف ویژگی هایاز مدل

و ... کمک اساسی در فهم رفتار سطوح انرژی برای  ۳و مدل تجمعی 2مختلف مورد مطالعه مانند مدل اندرکنش بوزونی

مختلف برای اولین بار به  هایوجود تقارن که ]1-۳[مختلف کرده است  هایبا پتانسیل 4تغییر شکل یافته هایهسته

 ]4[ وسیله ی مدل اندرکنش بوزونی مورد بحث قرار گرفته است.

مختلف اولین بار  هایبه دو قسمت شعاعی و زاویه ای و استفاده از پتانسیل ]5[ ۶ماتلسون-بوهر 5میلتونینها جدا سازی

که در   tP1۹4مطالعات خود را بر  روی هسته ی  اشتیم مربوطهو  بوناتسوس. ]۶[است پیشنهاد شده  7بوناتسوستوسط 

هم ترکیب کرده و نشان دادند که صرفا  مختلف را با هایپتانسیلاند که باشد را انجام دادهمی Hf-Hgمحدوده جرمی

𝐸𝑟۶۸مورد مطالعه ما هسته  تجربی هسته را ندارد. هاییک پتانسیل به تنهایی توانایی توصیف ویژگی
 این  باشد.می ۱۶۸

و چند نوترون بیشتر از پوسته بسته  Z=۶4ی هسته در مجاورت  پوسته بسته با چند پروتون بیشتر از پوسته بسته پروتون

در این مقاله بعد  است.باشد مستعد چنین مطالعاتی میی که بیرون لایه بسته هایبه دلیل داشتن ویژگی N=۸2نوترونی 

ماتلسون به دو قسمت شعاعی و زاویه ای برای هسته مورد نظر قسمت زاویه ای با استفاده -جداسازی هامیلتونین بوهراز 

استفاده شده است. نهایتا  ]7[ ۸بی تعادلی ی در بخش شعاعی قرار داده و از عدد کوانتمی تحت عنوانهایاز تغییر متغیر

مختلف ارزیابی شده  هایو توانمندی این مدل با استفاده از پتانسیلویژه مقادیر و هامیلتونین مورد نظر حاصل شده 

 است.

 روش کار .2

قطبی که  کلی در فضای تغییر شکل چهار ردر حالت کلی بر اساس مختصات و گشتاو ماتلسون -بوهرمدل هامیلتونین 

 .باشدمیه صورت زیر باشد بمیهای متفاوت شامل جمله انرژی ارتعاشی و انرژی جنبشی دورانی و پتانسیل

𝐻𝐵 = 𝑇𝑣𝑖𝑏 + 𝑇𝑟𝑜𝑡 + 𝑉                                                                                                  (1)   

باشد که ارتعاش میعبارت اول انرژی جنبشی  . باشندمی 10گامازاویه ای و  ۹بتامتغیر شعاعی های بالا تابعی از تمام عبارت

عبارت دوم انرژی جنبشی چرخشی سطح هسته بدون تغییر شکل است، و عبارت  دهد،را با جهت ثابت در فضا نشان می

 :سوم پتانسیل بازیابی پارامتر شکل است

                                                           
1 Mixing symmetry 
2 IBM)Model (Interacting Boson  
3 Collective model 
4 Deformed Nucleus 
5 Hamiltonian 
6 Mottelson –Bohr  
7 onatsosB 
8 obblingW 
9 Beta 

10 Gama 
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mB  ،مولفه ی جرم𝑄̂𝐾 (𝐾 = 𝑄̂۱)باشند کهمی مولفه تکانه زاویه ای  (۱,۲,۳
۲ + 𝑄̂۲

۲ + 𝑄̂۳
۲) = 𝐿۲ . با توجه به

𝛾 زاویه ای متناظر با چاه پتانسیلمقدار کمیت 1ی ساختاری هسته انتخابی و تعریف بصورت هسته تختهاویژگی = 

𝜋 𝛾در   ی مداریهااندازه حرکت هجملچون در نظر گرفته شده است و ⁄6 = 𝜋 باشد میدارای مقدار کمینه  ، ⁄6

 کند.( را به صورت زیر تغییر می1قسمت نهایی فرمول )
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+ 𝑉(𝛽, 𝛾)      (4) 

خواهد  پارامتر زاویه ایو بخش دیگر وابسته به پارامتر شعاعی یکی وابسته به  شود.تفکیک می که پتانسیل به دو بخش

,u(β بود  γ) = u(β) + u(γ)  . شود:میبا توجه به این موضوع معادله شرودینگر به دو بخش قسمت 
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+ 𝑢(𝛾)] 𝜂(𝛾) = 𝜖𝛾 𝜂(𝛾)                                            (۶)      

𝛼 با تغییر متغییر  = 𝐿 − 𝑛𝑤 آید:می( به صورت شکل زیر در 5) معادله 
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= 𝜖𝛽𝜉𝐿,𝑛𝑤 
(𝛽)               (7) 

𝐿که مقدار    بی تعادلی میوعدد کوانت 𝑛𝑤که  = 𝑛𝑤 , 𝑛𝑤 + 2, 𝑛𝑤 + 𝑛𝑤و  …4 =   2که برای تراز پایه  0

𝑛𝑤مقدار = اطلاعات  رازشبروش پتانسیل متفاوت و همچنین جاگذاری دو نوع در ادامه و با شود. میقرار داده  0

  .ه خواهد شدبف انرژی هسته انتخابی محاسیط( 7)ی رابطههاتجربی جهت تعیین ثابت

 .نتایج3

𝐸𝑟۶۸در این مقاله هسته 
مثل مدل بوزون اندرکنشی  دیگری هایو روش هارا انتخاب کردیم این هسته قبلا توسط مدل 1۶۸

دقت محاسبات و نتایج حاصل مورد .  ]۸[مورد بررسی قرار گرفته است جزیی ۳ی دینامیکیهاو همچنین روش تقارن

                                                           
1 Oblate 
2 Ground state 
3 symmetries Dynamic 
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استفاده از  هاو ترکیب تقارن 1قابل قبول برای توصیف مفهوم وجود همزیستی شکلی هاییکی از روش قبول نبوده است.

  .باشدماتلسون می -مدل تجمعی بوهر

 ید:آمیانرژی کل برای هامیلتونین بوهر از روی جمع انرژی شعاعی به شکل کلی زیر به دست  که

𝐸(𝑠, 𝑛𝑤 , 𝐿) = 𝐸0 + 𝐴(𝐽𝑠(𝜈))
2 +𝐵(𝑌𝑠(𝜈))

2                                                                                     (۸) 

نها آآوریم. از روی میبدست  2را برای هسته ی مورد نظر از طریق برازش توسط برنامه ی متلب 𝐸0و  𝐵و 𝐴مقادیر 

،  ۳اوریجین هایکه برای این منظور از برنامه کرد کنیم و با مقادیر تجربی مقایسه خواهیممقادیر انرژی را محاسبه می

 و متلب استفاده شده است. 4میپل

 2پتانسیل درجه  1.3

𝑢(𝛽)  2ه پتانیسل درج با جایگذاری =
1

2
𝐶𝛽2  ( 4در معادله)  ویژه توابع به صورت تابع بسل و حل معادله شرودینگر

 باشد:که به صورت زیر می حاصل شده

𝜉𝐿,𝛼(𝛽) =

𝐶1𝐵𝑒𝑠𝑠𝑒𝑙𝐽 (
√9 − 3𝛼2 + 4𝐿(𝐿 + 1)

2
,
√−2𝐶𝛽2 + 4𝜖𝛽𝛽

2
)

𝛽3 2⁄

+

𝐶1𝐵𝑒𝑠𝑠𝑒𝑙𝑌 (
√9 − 3𝛼2 + 4𝐿(𝐿 + 1)

2
,
√−2𝐶𝛽2 + 4𝜖𝛽𝛽

2
)

𝛽3 2⁄
                                       (۹) 

 شوند:میحاصل زیر  برازش بصورت شاز رو  𝐸0و 𝐵 و  𝐴 می مشخص مقادیروبا توجه به عددهای کوانت

𝐴 = ۶109 𝑘𝑒𝑉                 𝐵 = −۵33/1 𝑘𝑒𝑉       𝐸0 = 170/18 𝑘𝑒𝑉                           (10) 

 .آیدمی( مقادیر انرژی به صورت زیر به  دست ۸در رابطه ) مدهآبه دست با جایگذاری مقادیر 

𝐸𝑟۶۸هسته:  مقادیر انرژی برای   (۱جدول)
 ( 𝑘𝑒𝑉 )همگی بر حسب1۶۸

 L 𝒏𝒘 Α 𝑬𝒆𝒙𝒑 𝑬𝒕𝒉 تراز ردیف

۱ 01
+ 0 0 0 0 0 

2 21
+ 2 2 0 ۸0/7۹ ۳7/1۶7 

۳ 41
+ 4 4 0 0۸/2۶4 1۳/۳12 

۴ ۶1
+ ۶ ۶ 0 74/54۸ ۶۳/۳7۹ 

۵ 22
+ 2 1 1 1۶/۸21 7۳/507 

۶ ۳1
+ ۳ ۳ 0 7۹/۸۹5 ۹۸/7۹2 

                                                           
1 Shape coexistence 
2 MATLAB 
3 Origin 
4 Maple 



 

۵ 

 

گر این نمود و لذا نشانبه خوبی توصیف را   = 3J تراز با اسپین  2پتانسیل درجه ( 1نتایج حاصل در جدول )با توجه به 

ضرورت استفاده از که  باشد که این هسته از حالت کروی)پتانسیل متناظر با شکل متقارن( فاصله گرفته استمطلب می

 کنیم.میرا بررسی  4دهد به این دلیل پتانسیل درجه های دیگر را پیشنهاد میپتانسیل

 

 ۴درجه  پتانسیل 2.3

𝑢(𝛽)  4با جایگذاری پتانیسل درجه  =
1

2
𝐶𝛽4  ( و حل معادله شرودینگر 4در معادله ) ویژه توابع به صورت تابع بسل

 باشد :که به صورت زیر میحاصل شده 

𝜉𝐿,𝛼(𝛽)

=

𝐶1𝐵𝑒𝑠𝑠𝑒𝑙𝐽 (
√9 − 3𝛼2 + 4𝐿(𝐿 + 1)

2
,
√−2𝐶𝛽4 + 4𝜖𝛽𝛽

2
)

𝛽3 2⁄

+

𝐶1𝐵𝑒𝑠𝑠𝑒𝑙𝑌 (
√9 − 3𝛼2 + 4𝐿(𝐿 + 1)

2
,
√−2𝐶𝛽4 + 4𝜖𝛽𝛽

2
)

𝛽3 2⁄
                                                (11) 

 شوند:میبصورت زیر حاصل  ازشاز روش بر  𝐸0و 𝐵 و  𝐴 با توجه به عددهای کوانتومی مشخص مقادیر 

 𝐴 = 5415 𝑘𝑒𝑉                 𝐵 = 247/2 𝑘𝑒𝑉       𝐸0 = ۶5/
5۳𝑘𝑒𝑉                                                   (12) 

 .آیدمی( مقادیر انرژی به صورت زیر به  دست ۸در رابطه )مده آبا جایگذاری مقادیر به دست 

𝐸𝑟۶۸ :  مقادیر انرژی برای عنصر  (2جدول)
 ( 𝑘𝑒𝑉 )همگی بر حسب1۶۸

 L 𝒏𝒘 α 𝑬𝒆𝒙𝒑 𝑬𝒕𝒉 تراز ردیف

۱ 01
+ 0 0 0 0 0 

2 21
+ 2 2 0 ۸0/7۹ 5۳/۶5 

۳ 41
+ 4 4 0 0۸/2۶4 7۸/12۸ 

۴ ۶1
+ ۶ ۶ 0 74/54۸ ۳0/422 

۵ 22
+ 2 1- ۳ 1۶/۸21 ۳۹/401 

۶ ۳1
+ ۳ ۳ 0 7۹/۸۹5 41/7۸۸ 

 

ام را نشان داده و لذا وجود ساختار تغییر شکل یافته در این 4توانمندی بیشتر پتانسیل درجه  2و 1مقایسه نتایج جدول 

 و ماهیت تغییر شکل یلفته این هسته اثبات شده است. ]۸[ی دیگرهانماید.این نتیجه توسط مدلاثبات میهسته را 



 

۶ 

نمایش داده  ،با استفاده از برنامه اوریجین رسم شده که (1نتایج دو پتانسیل به همراه مقادیر تجربی متناظر در شکل )

 شده است.

 
 و مقادیر تجربی متناظر. 4و درجه  2مقایسه نتایج تئوری دو پتانسیل درجه  ۱شکل 

 نتیجه گیریبحث و . 4

ماتلسون  و با استفاده از دو نوع پتانسیل  –در چارچوب مدل تجمعی بوهر  Er1۶۸هسته تغییر شکل یافته  ،در این مقاله

 ،گرفته ی صورتهادرجه دوم و چهارم شعاعی مورد مطالعه قرار گرفت. با جداسازی متغیر زاویه ای  و تغییر متغیر

ی انرژی در مقایسه با مقادیر تجربی برازش گردید. هاثابتشد. همچنین محاسبات در قالب معادله شعاعی شرودینگر انجام

پایه و ی های پیشنهادی را در توصیف غیر تبهگن انرژی ترازهای باندهانتایج حاصل موفقیت مدل انتخابی و پتانسیل

نماید. میبخوبی بازتولید زوج را  اسپین اتمام ترازهای انرژی باند پایه ب ،چهارمه دهد. پتانسیل درجمیبراتگیخته نشان 

ی دیگر نیز پیشنهاد شده هاباشد که در قالب مدلمیاین نتیجه در انطباق با ماهیت تغییر شکل یافته هسته انتخابی 

در  دهد. نتایج این مطالعهمیفزایش را ا J=۳ ترازی نظری برای هاهمچنین پتانسیل درجه چهارم دقت پیش بینیاست. 

 در این مجدوده جرمی مورد استفاده قرار داد. هاتوان برای بررسی سایر هستهمیرا ی مختلف هاخصوص ترکیب پتانسیل
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