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  Cu 57,61,67,69ای در یک پتانسیل مرکزی برای مطالعه ترازهای انرژی هسته

INC29-1232 

 ,نسرین ملکی نژاد * محمدرضا شجاعی

 ، شاهرودـ ایران3619995161پستی ای، دانشگاه صنعتی شاهرود، صندوقگروه فیزیک، دانشکده فیزیک و مهندسی هسته

 چکیده:

ای کند. خواص هستههای درون هسته را مطالعه میها و نوترونای، برهمکنش بین پروتوننظریه ساختار هسته

ها از پارامترهای استاتیکی هستههای اخیر توجه زیادی را به خود جلب کرده است بررسی خواصهای مس در دههایزوتوپ

های پایدارمس این خواص مورد بررسی قرار گرفته شود. در نتیجه برای ایزوتوپای محسوب میهستهمهم در فیزیک 

استاتیکی ناشناخته هستند. هدف این مقاله محاسبه انرژی های ناپایدار برخی از خواصاست در حالیکه برای ایزوتوپ

ای است که برهمکنش بین اجزا را به صورت های مس در یک سیستم دو ذرهپایه و برانگیخته برخی از ایزوتوپحالت

ایم. بنابراین، از معادله شرودینگر با پتانسیل هلمن اصلاح شده برای یافتن ترکیبی از پتانسیل کولنی و یوکاوا درنظرگرفته

( و سپس 57,61,67,69Cuبهترین ضرایب پتانسیل استفاده کردیم. هدف نهایی، مطالعه و بررسی نتایج نظری انرژی مس )

 مقایسه با نتایج تجربی و کارهای دیگر محققان است.

 معادله شرودینگر، پتانسیل اصلاح شده هلمن، ایزوتوپ های مس، خواص استاتیکی :هاواژهکلید

Study of nuclear levels of energy in a central potential for 57,61,67,69 Cu 

Mohammadreza Shojaei*, Nasrin Malekinezhad,  

Department of Physics, Shahrood university of technology, P.O.BOX: 3619995161, Shahrood, Iran.  

Abstract: 
Nuclear structure theory talks about the interaction between the protons and the neutrons inside 

the nucleus. Copper isotopes' nuclear properties have attracted many attentions in recent decades. 

Statistical properties of nuclei are an important part of nuclear physics. As a result, for Cu isotopes 

static properties of the stable species are determined, while for unstable Cu isotopes some static 

properties are unknown. the purpose of this paper is to calculate a two-particle system which 

interact by a combination of the Coulomb and the Yukawa potential. So, Schrödinger equation 

with modified Hellmann potential is used to find the best potential coefficients. The ultimate goal 

is to study and investigate the theoretical results of the energy of 
57,61,67,69Cu and then compared 

with experimental or other results.   

Keywords: Schrodinger equation, modified hellmann potential, Cu isotopes, Static 

properties. 
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 مقدمه . 1

 د برای مطالعهجدی یاربس ینهزم یک هنوز موضوع ینمس انجام شده است. امروزه، ا یها یزوتوپا یبر رو یادیز یقاتتحق

 یاطلاعات ،هایزوتوپخواص ا یریگاندازه .[3-1]است بسیاربالابا دقت  یاهسته یچهار قطبگشتاور و  ، شعاع بارییانرژ

-4] یمفاده کناست مختلفی یهایکاز تکن یمتواندهد بکه به ما این امکان را میکند،یفراهم م یادر مورد ساختار هسته

 دمؤثر چن مکنشبرهمس، محاسبات با استفاده از  هاییزوتوپ، مانند اقرار دارند p هایی که در لایهنوکلئون ی[. برا7

 یهایلرفتن پتانسدر نظر گ .استفاده شده استنوکلئون -نوکلئون یلبا پتانس ینگراز معادله شرود که به دست آمده ایذره

 یام در بررسگ ینهسته است، اول یهایژگینوکلئون و و-نوکلئون یپراکندگ یهانوکلئون، که نشان دهنده داده-نوکلئون

لمن که توسط ه یلپتانس [.8دارد ] انواع مختلفی نوکلئون-نوکلئون یلها است. پتانسهسته یاز سطوح انرژ ایلایهمدل 

و  یاهسته کیزیدر ف ییو نما نیکول یهایلپتانس ینتراز مهم یکیاز محققان مورد مطالعه قرار گرفته است،  یاریبس

) یلنکو پتانسیلاز  متشکل که یمشده را انتخاب کردهلمن اصلاح یلکار، ما پتانس ین[. در ا10،9است ] یاتم
a

r
)  و

) یوکاوا
2

re
b

r



 یهاهنوکلئون( نسبتاً کوچک است و هست 40سبک )کمتر از  یهادر هسته یکولن افعهاست. نقش د ( 

دی را به صورت زیر پتانسیل پیشنها ،در این مقاله داشته باشند. یدارند تعداد پروتون و نوترون مساو یلتما تر،یدارپا

 شوند.یم یینتع یتجرب یهامعمولاً با برازش با داده و است و  a ،b   ،cکنیم که شامل ضرایب فرض می

(1)                                                                                            
4

2
( )

r ra e e
V r b c

r r r

  

    

به   a ،bو یمپارامتر قابل تنظ  c یل،مربوط به محدوده پتانس.دو ذره است یننشان دهنده فاصله ب r رابطه یندر ا 

تواند مثبت می bهر دو مقداری مثبت دارند درحالیکه  و a دهد. یرا نشان م یوکاواو  نیکول یلقدرت پتانس یبترت

شده است، و از  ی( با مثبت معرف1) رابطهبود که در  یلیپتانس ینمطالعه چن یشگامهلمن پ یش،ها پسال یا منفی باشد.

 یهاسال یبرا [.13-11] در بسیاری از کارهای محاسباتی مورد استفاده قرار گرفته استبه طور گسترده به بعد آن زمان 

 ی،داس و چاکروارت .[15، 14استفاده شده است ] از آن ینشان دادن هسته الکترون یبرا یسندهنو ینتوسط چند ی،متماد

[. 18 -16. ]دانستند مناسب حالت جامد یزیکفدر  یپوسته داخل یونیزاسیونمطالعه مشکلات  یبرا را یلپتانس این

پوسته برهمکنش نوکلئون خارج از  ابراز علاقه کرده اند. یلپتانس ینمختلف به ا ینظر یهایدگاهاز د یمتعدد یسندگاننو

مورد  ایذرهدو  یستمس یکمس را به عنوان ایزوتوپ های ما . دارد یاساختار هسته یهدر نظر یبا هسته نقش مهم بسته

در چارچوب  تواندیکرد که م یدارا پ یاو تک ذره یجمع یاتمتقابل خصوص یرتأث توانیمدل م ین. در ایماهقرار داد یبررس

از این رو برای  کند،یمورد ارائه نم ینرا در ا دقیقی یلیتحل یهاحلراه ینگر،شود. معادله شرود یفتوص ایلایهمدل 

 ی آن (یا تعمیم یافته 1NU) ویووار -اروفنیکی یکردهایمانند روهای جبری هایی ما از تکنیکبررسی چنین سیستم

(2PNU ( به صورت تحلیلی  تهای حل معادلایکی از روش، که کنیمبرای محاسبه سیستم مورد مطالعه استفاده می

های مرکزی و شرودینگر، دیراک، کلاین گوردون در حضور پتانسیل باشد. این تکنیک جبری برای حل معادلاتمی

مرتبه دوم ارائه  یفرانسیلحل معادلات د یقدرتمند برا یاضیمدل ر یک ،روشاین  غیرمرکزی به کار برده شده است.

در حل معادله شرودینگر، دستورالعمل مشخصی برای به دست آوردن جواب های دقیق ویژه  آنکارگیری به . دهدیم

دهد که در عین ای های متعامد ارائه میها بر حسب چند جملههای مقید و ویژه توابع وابسته آنمقادیر انرژی حالت

   [.22-19]مروری بر این روش تحلیلی خواهیم داشتدر ادامه  است. بسیار کارآمد ،سادگی

                                                           
1 Nikiforov-Uvarov 
2 Parametric Nikiforov-Uvarov 
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 . روش کار 2

 یشعاع ینگراست. معادله شرود ایذرهچند  ینگرمعادله شرود یبیبدست آوردن جواب تقر یمحاسبه انرژ یقدم برا یناول

 [25-23نوشت ] یرتوان به شکل زیرا م

(2)                                               
2 2

, . ,2 2

2 ( 1)
( ) ( ) ( ) ( )

2
n l n l n l

d d l l
V r R r E R r

dr r dr r

 
     
 

 

)و هستندای نشان دهنده عدد کوانتومی شعاعی و زاویهبه ترتیب  lو  nدر این رابطه   )V r  داده ( 1)معادله  مطابق با

 است.نشان داده شده  1در شکل  مشخص با ضرایب پتانسیل 67Cu ه عنوان نمونه برایرفتار این پتانسیل ب کهشده 
 

,74با مقادیر مشخص 67Cuرفتار پتانسیل برای   .1شکل   15, 145.330, 0.985a b c       
 

 به دست آورد. ( 2( در )1)کردن معادله  یگزینتوان با جایرا م یشعاع ینگرمعادله شرود

(3)                 

2 2

2 2 2 2

2 2 exp( ) exp( 4 ) ( 1)
( ) 0

2

d R dR a r r l l
E b c R

dr r dr r r r r

  



  
       

به عنوان  یتینسبیرغهای سیستمدر  ینگرشرود یتینسبیرو معادلات غ یتدر نسب یراکو د K-G نسبیتی معادلات

 یاریاند. بسآنها شناخته شده جنبشیو  یفیرفتار ط ینها و همچنها و هستهها، اتممطالعه مولکول یبرا یاتیح یهاروش

مختلف کشف  هاییلپتانس یبرا یتییرنسبو غ یتیمعادلات نسب ینا ایحل را برراه ترینیقاند دقکرده یاز محققان سع

معادله  یبرا یو عمل یقحال، راه حل دق ین. با اکندیرا روشن م یکوانتوم هاییستمارتعاش س یا یوندپ یتکنند که ماه

[، روش 27، 26مانند ابرتقارن ] یگرد هاییکتکن استفاده از ین،وجود ندارد. بنابرا برای پتانسیل های گوناگون ینگرشرود

NU [19،21نظر ،]مؤثر خواهد بود ینو تابع گر یکوانتوم یدانم یه. 

 :رسید (4معادله) توان بهمی (3روابط) یسازو ساده یلبا تحل 

(4)                                                                       
2

2 2

2 2

2 1
( ) 0

d R dR
r r R

dr r dr r
                                                                 

 شوند:به صورت زیر تعریف میو  ،که پارامترهای 

(5)                   2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
4 , , ( 1)E c a b c l l b

     
              

استفاده  NUجبری  از روش پس ناچارهستیمحل کرد  یلیتوان آن را به صورت تحلیکه نمشود یاز معادله بالا مشاهده م

 .یمدهیم یحرا توض NUبه طور خلاصه روش  بخش بعد. در یمکن

 

 Nikiforov–Uvarov (NU)روش  یچارچوب کل.  1. 2
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 ین،مع یلپتانس یک یدهد. برایمرتبه دوم ارائه م یفرانسیلحل معادلات د یقدرتمند برا یاضیمدل ر یک ،روشاین 

توان یرا م یفرانسیلروش معادلات د یندر ا یابد.میکاهش  یاز نوع ابر هندس یافته یممعادله تعم یکبه  ینگرشرود لهمعاد

 [:28، 21نوشت] یربه شکل ز

(6)                                                                          
2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0

( ) ( )
n n n

s s
s s s

s s

 
  

 
    

)هک )s   درجه دوم باشد توانندیکه حداکثر م است یاچند جملهیک .( )s و( )sیکدرجه  یاچند جمله یک 

 :یمدار یرها،متغ ی( با جداساز6معادله ) یراه حل خاص برا یککردن  یداپ یهستند. برا
(7)                                                                                                         ( ) ( ) ( )s s y s  

 توان به صورت زیر نوشت:( را می6درنتیجه معادله )
(8)                                                                                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0s y s s y s y s      

)که  ) ( ) 2 ( )s s s     و مشتق آن منفی است یعنی( ) 0s همچنین پارامترهای .
n  و   به صورت زیر

 شوند:تعریف می

(9)                                                                 

( 1)
( ) ( ), 0,1,2,...

2

( )

n

n n
n s s n

k s

  

 


    


  

   

)توان ی زیر میتوان ویژه توابع انرژی را بدست آورد. با توجه به رابطهبا تساوی قرار دادن دو رابطه بالا می )s  را

 ای باشد.مربع چندجمله k باید محاسبه نمود که در این رابطه
(10)                                                      

2
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2

s s s s
s s k s

   
  

   
    

 
 

)تابع )s   شودیم یفتعر یتمیمشتق لگار یکبه عنوان 

(11)                                                                                                                  

( ) ( )

( ) ( )

s s

s s

 

 


 

( )ny s یدآیبه دست م یگزآن با رابطه رودر یاچند جمله یهااست که راه حل یابر هندس یتابع: 

 (12  )                                                                                             ( ) ( ( ) ( ))
n

nn
n n

n

B d
y s s s

ds
 


 

که
nB ضریب بهنجارش است وشودچگالی وزنی به صورت زیر محاسبه می 

(13                                                                                                                     )( )   

به دست  یر( عبارات ز6( و )4)یسه معادلات با مقا یم،کن را بر اساس مدل مورد بحث اعمال NUاگر روش  ین،بنابرا

 .یدآیم

(14                                                                    )2 2 2 22, , ,r r r r             

در نظر  . بابدست آورد( 10)فوق به معادله  یهاعبارت یگزینیرا با جا (15)توان معادله یم یسازو ساده یلتحل یبا کم

)یبرا NUط روش ایگرفتن شر )r :داریم 

(15                                                                                             )
1 1

( ) (2 1 4 )
2 2

r r       

)کهاز آنجایی )r مقدار  یجهباشد. در نت یامربع چند جمله یدبا رادیکال یرو عبارت ز یکدرجه  یاچند جمله یدباk 

 مشخص خواهد شد. به صورت زیر

(16)                                                                                                                     1 4k       

( )r رو، یناست، از ا یبا مشتق منف یاچند جمله یک 
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(17                                                                                                  )( ) 1 (2 1 4 )r r       

 . یدآیبه دست مبه صورت زیر   یانرژیرمقادویژه  ،(9)در معادله تساوی قراردادن دو رابطهاز 

(18                                                                    )
2

, 2

2

2

2 ( )
4 ( )

2
[(2 1) 1 4( ( 1) )]

n l

a b c
E c

n l l b

 




 
  

    

 

 یاست. برا یختهبرانگ یهااز حالت یو برخ یهحالت پا یبرا  57,61,67,69Cuیمعادله انرژ یافتن ،محاسبات ینا یهدف اصل

 یپروتون خارج از پوسته بسته که در لایه یرا برا یالایهمس، مدل  یهاایزوتوپ یفتوص
3

2

2 p، ،انتخاب  قرار دارد

برهمکنش نوکلئون  یمناسب براپیشنهادی  یلپتانس با ایدو ذرهیرنسبیتی غسیستم  یکمطالعه، ما  ین. در ایماکرده

توانیم انرژی حالت پایه را محاسبه کنیم که نتایج آن ( می18با استفاده از رابطه ) .گیریمدرنظر می پوسته بستهو  یاضاف

 نشان داده شده است. 1در جدول 

 

 
  57,61,67,69Cuانژی بستگی برای. 1جدول 

 ایزوتوپ

 

  ضرایب پتانسیل
2 1( . ) ( . ) ( . ) ( )a MeV fm b MeV fm c MeV fm fm  

 

 [29] (MeVانرژی )

CalE              
ExpE  

57 Cu 961/0                619/123                      8 -                     55 626/484-        694/484- 

61Cu 970/0                035/134                     10-                     60 619/531-        654/531- 

67 Cu 
69Cu 985/0               330 /145                      15-                    74     

989/0               160/148                       16-                    75      

401/585-       417/585- 

922/599-        

599.979- 

 

 

با داشتن ضرایب پتانسیل و انرژی . ه استمس به دست آمد یختهبرانگ یو انرژ یهبا برازش حالت پا یلپتانس یپارامترها

 نشان داده شده است 2نتایج محاسبات در شکل ، توان انرژی ترازهای برانگیخته را بدست آوردراحتی میحالت پایه به 

 یبرا که ،مورد مقایسه قرار گرفته است (31و30)مرجع  تجربی و همچنین کارهای دیگران نتایج بدست آمده با مقادیر

 ترازهای یحاصل از انرژ یعدد یجتوان از نتایمهمچنین . دارد یتجرب یهابا داده یمطابقت خوب یختهبرانگ یانرژ ترازهای

باتوجه به نمودارها، میتوان است.  یرینشده کمتر از سا محاسبهو  یتجرب یهایانرژ ینمشخص کرد که تفاوت ب یختهبرانگ

 تر است.مناسب یگرد یهانسبت به مدل گرفته شدهردرنظ که مدل دریافت
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 57,61,67,69Cu [31،30.]های مسایزوتوپهای حالت پایه و برانگیخته برای نمودار تراز .2شکل                                
 

 .( به صورت زیر بدست آورد7در معادله ) (12( و )11اری معادلات )ذتوان با جایگتابع موج سیستم را می

(19)                                                     
1

( 1 4 )
( 1 4 )22

, ( 1 4 ) 2
( ) ( )

n
r n rn

n l nr

B d
r r e r e r

drr e


 

 


   
   

   
 

 تیجه گیرین .3

 یاو روشمند خواص هسته یقطور دقبه توانیمیاست. ما م یضرور یاهسته ایلایهمدل  یتموفق یموثر برا برهمکنش

 کندیکمک میرلایه هاز ها ولایه که به درک ما از ساختار یم،کن یفشد، توص کشفبرهمکنش  یککه  یمختلف را هنگام

که با در نظرگرفتن  ایذرهدو  یستمدر س .یمکن بینییشخواص مشاهده نشده پ یتا برا دهدیم را امکان این و به ما

 یمبسته هستند، ما توانست یباًتقر یهاها که پوستههسته ینا هاییژگیاست، بر اساس وشده یلتشک ستهنوکلئون و ه

 ابقتط توانندیم ینگربر معادله شرود یمبتن یتینسبیرغ هاییلکه تحل نشان داده شد ین،. علاوه بر ایمارائه کن یفیتوص

. از آنجایی که نتایج یمارا به دست آورده انرژی ترازهای ایزوتوپ مسکار، ما  ینکنند. در ا یجادا یتجرب یهابا داده یبهتر

 یمرکز یلپتانس یانب یهلمن اصلاح شده برا یلپتانس توان نتیجه گرفت که، میدارند یمطابقت خوب تجربیو  یتئور

مشابه را فراهم  یهایزوتوپا استاتیکیخواص  یریگحاضر امکان اندازه ینوکلئون و هسته کاملًا مناسب است. تئور ینب

 .کندیم
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