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 چکیده:

های مطلوب یک نیروگاه همجوشی ازجمله های کروی دارای ویژگیمطالعات انجام شده بیانگر آن است که توکامک

ترین ی گراد شفرانف یکی از موفقلهتوانایی دستیابی به بتای بالا و ایجاد پایداری عمودی در پلاسما است. از طرفی، معاد

ی هیدرودینامیک هایی با تقارن محوری( در چارچوب نظریهابزارهای توصیف تعادل پلاسمای توکامک )برای سیستم

منظور بررسی مسئله تعادل باشد. در این گزارش به مغناطیسی است. این معادله به صورت عددی و تحلیلی قابل حل می

پردازد. به منظور راستی آزمایی کد مذکور،  استفاده شده است که به حل عددی معادله تعادل می TASKمرز ثابت از کد 

 مقایسه شد. در مرحله بعد تابع فشار و تابع جریان SCENEابتدا پارامترهای خروجی کد با داده های بدست آمده از کد 

فایل اولیه تنظیم گردید. در نهایت با تنظیم پارامترهای شفرانف به ازای پارامترهای پروی گرادقطبی در سمت راست معادله

 های تعادلی پلاسما شامل سطوح شار قطبی و چگالی جریان پلاسما بدست آمد.اصلی توکامک کروی هدف، نمایه 

 شفرانف، توکامک کروی، مدل مگنتوهیدرودینامیک.-ی گرادثابت، معادله-تعادل توکامک، تعادل مرز: هاواژهکلید
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Abstract: 
Studies have shown that Spherical tokamaks have desirable properties for a fusion power plant 

such as achieving high plasma \beta and having increased vertical stability. On the other hand, 

the Grad-Shafranov equation is one of the most successful tools for describing plasma equilibrium 

(for axisymmetric systems) in the framework of the magnetohydrodynamic theory. This equation 

can be solved numerically and analytically. In this paper, in order to study a fixed-boundary 

equilibrium in Spherical tokamak, the Task code was used. This code solves the equilibrium 

equation numerically. In order to verify the mentioned code, the output parameters of the code 

were first compared with the data obtained from the SCENE code. In the next step, pressure and 

current profiles on the right-hand side of Grad-shafranov equation were set for initial profile 

parameters. Finally, by adjusting the main parameters of the target spherical tokamak, the 

equilibrium plasma profiles including poloidal flux surface and plasma current density were 

obtained. 

Keywords:tokamak equilibrium,fixed-boundary equilibrium,Grad-Shafranov equation, 

Spherical tokamak,Magnetohydrodynamic model.     
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 مقدمه. 1

 اولیه های تعادلی ویژگی ارزیابیفهم و  اساسی و ضروری برای عنصرتعادل پلاسما یک مسئله در بحث فیزیک توکامک، 

 .]1[استپلاسما  و آشفتگی ترابرد، 1یدرودینامیکمگنتوه هایپلاسما مانند ناپایداریمختلف های پدیدههمچنین درک و 

که با معادله  گرددیم یخط یرمرتبه دوم غ یفرانسیلیرابطه د یکمنجر به  (MHD)معادلات  یستا،تعادل ا یک یبرا

توکامک در چارچوب  یتعادل پلاسما یفتوص یابزارها ینتراز موفق یکی این معادله. ]3و2[شودیشفرانف شناخته م-گراد

شود. های عددی و تحلیلی متفاوتی بکارگرفته میروشبرای حل این معادله است.  ناطیسیمغ یدرودینامیکه ییهنظر

شفرانف قابل توصیف هستند، محدود بوده و لذا این معادله -هایی که به کمک حل تحلیلی معادله گرادمعمولاً، تعادل

 گردد.اغلب به صورت عددی حل می

-در حلگرهای مرز. ]4و3[گیردقرار میثابت مورد بررسی -آزاد و مرز-شفرانف دو رویکرد تعادل مرز-حل معادله گراد در 

ا و یا ناحیه پلاسما در این تعادل مرز پلاسم ،به بیان دیگر .استثابت مقادیر شار در مرز ناحیه محاسباتی از قبل مشخص 

های تعادل داخلی و شود و پروفایلهای تعادلی خارجی در نظر گرفته نمیمیداندر این حالت . باشدمیکاملًا مشخص 

مربوط از پلاسما  به حل تعادل با مرز نامشخصی آزاد،-این در حالی است که حلگر مرز .خواهد بودتوزیع شار مورد توجه 

ا بطور مشخص ضروری است موقعیت و شکل پلاسم ،های تعادلی و توزیع شارعلاوه بر پروفایل در این حالتبوده و لذا 

 شوند.ه میهای مغناطیسی خارجی و جریان پلاسما در تعیین مرز، در نظر گرفتهم کویلدر این حالت ستعیین گردد. 

 ی،تعادل ینواع کدهاا یانم از است.انجام گرفته در دنیا ی کدهای تعادلیهای گوناگونی در ارتباط با توسعهفعالیتتاکنون، 

 یدارا کد ینا .]7-5 [استیافتهپن توسعه اژ یوتوآزاد است که توسط دانشگاه ک یبا دسترس ینرم افزار TASKکد 

شامل تعادل، ترابرد،  اییژهو یزیکیف یندهایو فرا هایدهپد یبه بررس یککه هر  است یگوناگون یمحاسبات یهاماژول

، از کد ک کرویبرای ساختار توکام ثابت-تعادل مرز یگزارش به منظور بررس یناختصاص دارد. در ا یرهموج و غ رانتشا

TASK پردازدمیدو بعدی در شفرانف  -کد مذکور به حل معادله گراد است.استفاده شده.  

های )توکامک ~A  8/1 ها با نسبت منظر پایینبیانگر آن است که توکامک 1980و 1970هایمطالعات انجام شده در دهه

کنند. بالا ایجاد می (3های مرسوم)توکامک ها با نسبت منظر بالابسیار بالایی در مقایسه با توکامک بتا پلاسمای (،2کروی

علاوه براین، در این . کندفراهم میامکان ایجاد فشار پلاسما بالا و در نتیجه چگالی توان همجوشی بیشتر را بتا بودن 

 .]10-8[شودپلاسما میبهتر باعث پایداری و عملکرد ساختار کشیده ایجاد شده به دلیل نسبت منظر بالا،  هاتوکامک

هایی های کروی را دستگاهتر بوده و این امر توکامکهای مرسوم ارزانهای کروی در مقایسه با ماشینماشیناز طرفی، 

 است. های نوترون پرانرژی ساختهجذاب برای مطالعات فیزیک پلاسمای گداخت و چشمه

 تعادل بوده و مرسوم هایتوکامک یرنظ کروی هایتوکامکلازم بذکر است مسائل فیزیکی و مباحث مربوط به تعادل در  

برای  ثابت-مرز تعادل یگزارش به منظور بررس یندر ا .شودمی بیان شفرانف-گراد معادله با نیز این توکامک در پلاسما

  .پردازدیمدو بعدی در شفرانف  -کد مذکور به حل معادله گراد است.استفاده شده TASK، از کد ساختار توکامک کروی

 

 ثابت-تعادل مرز مسئله. 2

جزئی بیضوی غیر خطی  ی دیفرانسیلمعادله با فرض سیستم محوری متقارن، ساختار تعادلی پلاسما به طور کامل با یک

,𝑅)ای در دستگاه مختصات استوانه این معادلهشفرانف نام دارد. -شود که معادله گرادتعریف می 𝜑, 𝑍)  عبارت است

 :.]12و11[از
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فشار  جریان قطبی و بعاوت به ترتیب 𝑝(𝜓)و 𝑓(𝜓) ،چگالی جریان محوری کل در ناحیه پلاسما  𝐽𝜙(𝜓) که در آن

 . بر حسب شار مغناطیسی قطبی هستندپلاسما 

شود لذا ضروری است شکل سطح پلاسما ثابت، مرز پلاسما در محاسبات ثابت در نظر گرفته می-مرز تعادلاز آنجا که در 

و همچنین پارامترهای  (aفرعی)شعاع ، (R0شعاع اصلی) با استفاده از پارامترهایی تعریف شکل مرزاز قبل تعریف شود. 

شکل الف -1شکل مطابق  .گرددتعیین می 5(δپارامتر مثلثی گونه ) و 4(κپارامتر کشیدگی ) دهی پلاسما شاملشکل

 شود:سطح پلاسما به صورت زیر داده می

(2)  R(𝜃1) = 𝑅0 + 𝑎𝑐𝑜𝑠 (𝜃1 + 𝛿𝑠𝑖𝑛𝜃1) 
𝑍(𝜃1) = 𝜅𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃1 

 نحوی که:بیان کرد، به (θ)قطبی یتوان شکل مرز پلاسما را به صورت تابعی از زاویههمچنین می

(3) 𝜌𝑎(𝜃) = 𝑎√𝑐𝑜𝑠2(𝜃1 + 𝛿𝑠𝑖𝑛𝜃1) + 𝜅2 𝑠𝑖𝑛2 𝜃1 

𝑡𝑎𝑛𝜃 =
𝜅 𝑠𝑖𝑛𝜃1

𝑐𝑜𝑠(𝜃1 + 𝛿𝑠𝑖𝑛𝜃1)
 

تعریف  (ب)-1شکل  ( مطابقθ و σثابت ابتدا لازم است متغیرهای قطبی)-شفرانف در شرایط مرز-برای حل معادله گراد

 شوند. 

(4) 𝑅 = 𝑅0 + 𝜌𝑎(𝜃)𝜎𝑐𝑜𝑠𝜃 
𝑍 = 𝜌𝑎(𝜃)𝜎𝑠𝑖𝑛𝜃 

0عبارت است از  (θ)و متغیر قطبی (σ)متغیر شعاعی بهنجار شده ی تغییراتدر عبارت فوق بازه ≤ 𝜎 ≤ 0و  1 ≤ 𝜃 <

2𝜋. 

 
 (σو  θ. ب( متغیرهای قطبی )پارامترهای تعریف کننده شکل و مرز پلاسماالف( : 1شکل 

بیان  .Error! Reference source not found شفرانف برحسب متغیرهای قطبی مطابق رابطه-معادله گراد

  :شودمی

                                                           
4 elongations 
5 triangularities 
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,𝜓(𝑅 اعمال شرایط مرزی مناسب تابع همچنین به ازای پروفایل فشار، تابع جریان قطبی و فوق یمطابق رابطه 𝑍) 

  آید.بدست می

 روش کار . 3

𝜓 به این صورت است که مقدار شار در مرز پلاسما صفر ثابت-حل مسئله مرز شرایط مرزی در نظر گرفته شده برای =

𝜓  و مقدار آن در محور مغناطیسی برابر با 0 = 𝜓0 همچنین شار قطبی بهنجار شده عبارت است از باشد.می: 

(6) �̅�N = 1 − 𝜓 𝜓
0

⁄  

𝜓Nشده در محور مغناطیسی  بهنجارشار قطبی  ی فوقمطابق رابطه = 𝜓Nو در مرز پلاسما  0 =   خواهد بود.  1

این توابع به طور  ینسبت به شار قطبی هستیم. عموماً ضابطه 𝑓و  𝑝ی توابع ( نیازمند داشتن ضابطه5)برای حل رابطه 

اط این توابع ی ارتبنحوه یدربارهها، اطلاعات مفیدی گیریسئله، آزمایشات و اندازهکامل در دسترس نیست. اما فیزیک م

های در نظر گرفته پروفایل ،شفرانف-ی گرادبرای تعریف سمت راست معادلهدهند. نسبت به شار قطبی در اختیار قرار می

و  فرض مربوط به فشارمقادیر پیش .باشندمی (8)و  (7)به ترتیب مطابق روابط  چگالی جریانفشار و  توابع شده برای

های مذکور نمودارهای مربوط به نمایهاست. آورده شده 1جدول پارامترهای پروفایل در  به همراه چگالی جریان اولیه

 است.نمایش داده شده .Error! Reference source not foundبرحسب شعاع اصلی در 

(7) 𝑃(𝜓) = 𝑃0(1 − 𝜓N
PR0FR0)

PR0FP0
+ 𝑃1(1 − 𝜓N

PR0FR1)
PR0FP1

+ 𝑃2(1 − (𝜓N)PR0FR2)
PR0FP2

  
 

(8) 𝑓(𝜓) = B ∗ R0 + 𝐹0(1 − 𝜓N
PR0FR0)

PR0FF0
− 𝐹1(1 − 𝜓N

PR0FR1)
PR0FF1

− 𝐹2(1 − (𝜓N)PR0FR2)
PR0FF2

                          

 

 ابع فشار و چگالی جریان.وپارامترهای پروفایل مربوط به ت :1جدول 

 پارامتر مقدار اولیه پارامتر مقدار اولیه

1.5 PR0FP0 0.64 P0 

1.5 PR0FP1 0 P1 

2 PR0FP2 0 P2 

1.5 PR0FF0 1 F0 

1.5 PR0FF1 0 F1 

1.5 PR0FF2 0 F2 

2 PR0FR1 1 PR0FR0 

  2 PR0FR2 
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 توابع فشار و چگالی جریان های مربوط بهپروفایل :2شکل 

 

کننده برای توکامک مشابه ایتر مورد بررسی قرار ساختار محدودبه ازای  ثابت-تعادل مرز ولدر این گزارش ابتدا ماژ

حل تعادل  های بدست آمده ازبا داده TASKسنجی نتایج بدست آمده، سطوح شار حاصل از کد منظور صحتبه  .گرفت

سطوح شار  برای مقایسه، مقایسه گردید. ساختار مشابهازای به SCENE [1] کد ثابت-حلگر تعادل مرزدر مستقیم 

ی خطای نسبی به ازای چندین سطح شار انتخابی، نتایج بسیار محاسبهاست. آورده شده 3شکل در تعادلی بدست آمده 

ن دهد که بیانگر روند صحیح محاسبات در کد مورد استفاده در اییقابل قبولی بین مقادیر شار در دو کد مذکور ارائه م

 .استپژوهش 

 

 
، برای ساختار محدود کننده در SCENE [1]ثابت -حلگر تعادل مرز( bو ) TASKکد ( a: سطوح شار تعادلی بدست آمده از )3شکل 

 توکامک مشابه ایتر.

سمای هدف مطابق های تعادلی توکامک کرویسی ویژگیمنظور برر در مرحله بعد، به در نظر  2جدول ، پارامترهای پلا

شد.  شد و در آن برای حل معادله گرادروش حل عددی بکاررفته در این کد، روش تکرار نیوتن میگرفته  شفرانف از -با

شعاعی و  32 شده 32مش  ستفاده  ست.مش قطبی ا شار نمایه 4شکل در  ا سطوح  همراه چگالی جریان به قطبیی 
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شده سما آورده  ست. مقادیرپلا شینه و کمینه ا صله بین نمایهی مربوط به بی  3جدول در  خطوطهای فوق به همراه فا

 . باشدقابل مشاهده می

 هدف : مشخصات اصلی توکامک کروی2جدول 

 پارامتر اصلی 

Plasma minor radius = 1.5m Aspect ratio = 1.65 

Magnetic field = 7.52 Plasma major radius = 2.5m 

Safety factor at center = 2.51 Plasma current = 21MA 

Triangularity = 0.55 Elongation = 2.8 

 
 .چگالی جریان پلاسما (b( سطوح شار قطبی و )a) ثابت برای توکامک کروی بر حسب-حل تعادل مرز :4شکل 

 

 ثابت.-های ماژول تعادل مرزمربوط به خروجی: مقادیر 3جدول 

 فاصله بین خطوط مقدار کمینه مقدار بیشینه پارامتر

 7.5453E-02 -4.8151E+01 2. 5000E+00- شار قطبی

 4.7472E+06 5.2146E+02 2. 5000E+05 چگالی جریان پلاسما

 

  گیری. نتیجه4

 ،تاشفرانف مورد بررسی قرار گرفت. در این راس -معادله گراد حلبا در توکامک کروی ثابت -تعادل مرزدر این گزارش 

های سنجی کد مذکور به کمک دادهصحت ،در مرحله نخست استخراج گردید. TASKهای تعادلی به کمک کد داده

ن های فشار و تابع چگالی جریادر ادامه پروفایل. انجام گرفت SCENE کد ثابت-حلگر تعادل مرزاز تعادلی بدست آمده 

های سطوح ازای پارامترهای اصلی توکامک کروی هدف، نمایهبه در نهایت، .شدازای پارامترهای پروفایل اولیه تنظیم به

 آمد.   شار قطبی و چگالی جریان پلاسما به دست

 

 جعامر.  5



 

7 

[1] Abate D, Bettini P. An inverse equilibrium tool to define axisymmetric plasma equilibria. 

Plasma Physics and Controlled Fusion. 2019 Sep 13; 61(10):105016. 

[2] Li H, Zhu P. Solving the Grad–Shafranov equation using spectral elements for tokamak 

equilibrium with toroidal rotation. Computer Physics Communications. 2021 Mar 1; 260:107264. 

[3] Jeon YM. Development of a free-boundary tokamak equilibrium solver for advanced study of 

tokamak equilibria. Journal of the Korean Physical Society. 2015 Sep; 67(5):843-53. 

[4] Ludwig GO. Analytical solution of the tokamak equilibrium. I. The fixed-boundary case. 

Physics of Plasmas. 2017 Sep 10; 24(9):092502. 

[5] http://bpsi.nucleng.kyoto-u.ac.jp/. User Manual of the TASK Code. (2021). 

[6] http://bpsi.nucleng.kyoto-u.ac.jp/.  User Manual of the TASK/EQ Code. (2021).  

[7] Patel BS, Dickinson D, Roach CM, Wilson HR. Linear gyrokinetic stability of a high β non-

inductive spherical tokamak. Nuclear Fusion. 2021 Dec 6; 62(1):016009. 

[8] A. Fukuyama . Modeling of Tokamak MHD Equilibrium, Lecture Series on Equilibrium and 

Transport in Tokamak Plasmas, Kyoto University, South Western Institute of Physics, Chengdu, 

China, 2020. 

[9] Sykes A, START Team, NBI Team, MAST Team. The spherical tokamak programme at 

Culham. Nuclear Fusion. 1999 Sep 1; 39(9Y):1271. 

[10] Tillack MS, Wang XR, Pulsifer J, Malang S, Sze DK, Billone M, Sviatoslavsky I, ARIES 

Team. Fusion power core engineering for the ARIES-ST power plant. Fusion Engineering and 

Design. 2003 Feb 1; 65(2):215-61. 

[11] Khayrutdinov RR, Lukash VE. Studies of plasma equilibrium and transport in a tokamak 

fusion device with the inverse-variable technique. Journal of Computational Physics. 1993 Dec 

1; 109(2):193-201. 

[12] Aydemir AY, Park BH, Han KS. Exact Solov'ev equilibrium with an arbitrary boundary. 

Physics of Plasmas. 2019 Nov 4; 26(11):112503. 

 

 

http://bpsi.nucleng.kyoto-u.ac.jp/
http://bpsi.nucleng.kyoto-u.ac.jp/

