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  مکانیک کوانتومی ابرتقارنیبا استفاده از  ای هستهمحاسبه طیف انرژی 
 

 فرانک ؛ گنجی وطن، خدیجه ،بافنده ؛ فهیمه ،شیرازی ؛1 طه ،کوهرخی
 ۴۹۱۳۸-۱۵۷۵۹، دانشکده علوم، دانشگاه گلستان، گرگان، کد پستی یزیکگروه ف۱

 

 :دهيچک
با استفاده از  کروی ق حل معادله شرودینگر سه بعدی برای تقارناز طریدلخواه  در این مقاله ترازهای انرژی یک هسته

، ای های هسته به صورت حاصل جمع پتانسیل ثرؤممکانیک کوانتومی ابرتقارنی مورد بررسی قرار گرفته است. پتانسیل 

-کولنی، اسپینمدار، -های اسپین پتانسیلمدار کولنی و مرکزگریز در نظر گرفته شده است. -مدار، کولنی، اسپین-اسپین

ای مناسب  اند که ابرپتانسیل هسته سازی شده مدار کولنی و مرکزگریز با استفاده از تقریب پکریس به نحوی متقارن

 ،ناورداشکل  های و سازوکار سلسله مراتب هامیلتونی برای پتانسیل ای استفاده از ابرپتانسیل هستهبا  شود. حاصل می
 .بدست آمده است lو nطیف انرژی به ازای مقادیر مختلف 

 ساکسون، ابرتقارن. -ابرپتانسيل، پتانسيل وودز کلمات کليدي: 

 : مقدمه

حل معادله شرودینگر، اطلاعات مورد نیاز از جمله تابع موج و طیف انرژی سیستم کوانتومی مورد نظر را در 

این برخوردارند. با  های کوانتومی هستند که با تقریب خوبی از تقارن کروی ا، سیستمه هستهگذارد.  اختیار می

همیه  بیه ازای  ای معادله شرودینگر پاسخ تحلیلیی صیری     ی هستهها وجود، تنها برای تعداد اندکی از پتانسیل

. استفاده از سازوکار ابرتقیارنی در مکانییک کوانتیومی یکیی از     دهد می ارائهمختلف  lو  nاعداد کوانتومی 

. در مکانییک کوانتیومی   ]3-1[هی است که جهت حل این معادلیه پینینهاد شیده اسیت     های جالب توج ایده

ط مورد نظر در ارتباپتانسیل سیستم  که مستقیماً باابتدا یک ابرپتانسیل  ،های مسأله ابرتقارنی، با توجه به تقارن

آید. با استفاده از ابرپتانسیل بدست آمده اطلاعات مورد نیاز، از جملیه تیابع میوج و طییف      بدست میاست، 

مقاله حاضر، ابتدا پتانسیل مسأله، بدون از دست دادن دقت لازم های مقید بدست خواهد آمد. در  انرژی حالت

و سیازوکار   ای اده از این ابرپتانسیل هستهاستفآید. با  ای بدست می سازی شده و سپس ابرپتانسیل هسته متقارن

بدسیت   lو  nطیف انرژی به ازای مقیادیر مختلیف    ،ناوردای آنسلسله مراتب هامیلتونی و ویژگی شکل 

 .آمده است
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 متقارن سازي سيستم با استفاده از تقریب پکریس:

)ای  صورت مجموع پنج پتانسیل شامل، پتانسیل هستهبه  را ثرؤم پتانسیل )NV rمدار -، پتانسیل  اسپین

)ای  هسته )N SOV r-
، پتانسیل کولنی  CoulV rمدار کولنی -، پتانسیل اسپین( )Coul SOV r-

و پتانسیل  

مرکزگریز  CefV r شود: در نظر گرفته می 

(1             )                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )eff N N SO Coul Coul SO CefV r V r V r V r V r V r- -= + + + + 

های درون هسته  از نوکلئون حاصلمیانگین  پتانسیل ای که بیانگر یک انتخاب مناسب برای پتانسیل هسته

 :شود که رابطه آن به شکل زیر است نامیده می 1ساکسون-پتانسیل وودز ،است

(2      )                                                                              ( )
( )

0
N

01 exp

V
V r

r R a

-
=

é ù+ -ë û

 

. باشد ر پخنیدگی سط  هسته میپارامت aشعاع هسته و  0Rای،  عمق چاه پتانسیل هسته 0Vکه در این رابطه 

 شود: نوشته می 2ای اغلب به شکل، پتانسیل توماس مدار هسته-اسپین  پتانسیل

(3 )                                                      ( )
( )( )

0

2 2

1

2 1 exp
N SO

p N

Vd
V r

m c r dr r R a

L.S
rr

l
-

é ù
-ê ú

= ê ú
é ù+ -ê úë ûë û

 

 :برابر است با lهمچنین مقدار باشد.  سرعت نور می cجرم پروتون و  pmدر رابطه فوق 

(4                            )                                                                              
2

4
pm

M p

l
æ ö

÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø
 

Mآن که در  p باشد. پایون می جرم 

 و مرکزگریز به ترتیب عبارتند از: مدار کولنی-، اسپینکولنیهای  همچنین پتانسیل

(5         )                                                                                         ( )
2

Coul
n NZ Z e

V r
r

= 

که در آن 
nZ و  (باشد می ۰و برای نوترون  1برابر  پروتون برای) بار یک نوکلئونNZ [4] بار هسته است و: 

(6           )                                                  ( )Coul-SO Coul2 2

1 1 1

2
P

P

d
V r V

M c r dr
m
æ ö é ù

÷ç ê ú= - ÷ç ÷ç ê úè ø ë û
L.S 

 و:

(7                                       )                                                    ( ) ( )
2

Cef 2
1

2
V r

rm
= +

h
l l 

با استفاده از تغییرمتغیرهای  x r R R   ،R a   و 0e x p R R a    ها به ترتیب  ، پتانسیل

 شوند با: برابر می

                                                
1 Woods-Saxon 
2 Thomas  
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(8)  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )

0
N Coul Coul-SO 3

N-SO Cef2 2

, ,
1 exp 1 1

1 1
,

1 1 exp 11 exp

V C D
V r V r V r

x x x

F G
V r V r

x x xx

g a

g a g a

ìïï = - = =ïï + + +ïïï
í é ùï ê úïï = - =ê úï + +ï ê ú ++ï ë ûïî

 

 ه ضرایب بکار رفته در این روابط عبارتند از:ک

(9               )                        

  

( )

2

0

2 2

22

2 2 3 2

2 1
,

11 1
,

2 2

n N

n N
P

P

V Z Z e
F C

M c R a R

Z Z e
D G

m c R R

L.S

L.S
h l l

p

m
m

ìïï = =ïï ¢ ¢ïï
í
ï æ öæ ö +ï ÷ç÷ç ÷ï = - - =ç÷ç ÷ï ÷ çç ÷ç ¢ ¢è øï è øïî

 

 :شود با برابر می ثرمؤ(، پتانسیل 1( در رابطه )8بطه )های را لبا جایگذاری پتانسی

(1۰)( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

0
eff 3 2 2

1 1

1 exp 1 1 1 exp1 11 exp

V C D F G
V x

x x x xx xxg a g a g a

é ù
ê ú

= - + + + - +ê ú
+ + + +ê ú+ ++

ë û

 

ریق مکانیک کوانتومی ابرتقارنی، پتانسیل مسأله بایستی از تقارن لازم به منظور حل معادله شرودینگر از ط

سازی پتانسیل کل،  دهد. جهت متقارن ( چنین تقارنی را از خود ننان نمی1۰برخوردار باشد. رابطه )

 مدار کولنی و مرکزگریز:-مدار، کولنی، اسپین-های اسپین پتانسیل جمع حاصل

(11)         ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

3 2 2

1 1

1 1 1 exp1 11 exp

C D F G
V x

x x xx xxg a g a

é ù
ê ú

= + + - +ê ú
+ + +ê ú+ ++

ë û

l 

 :]6و5 [زنیم را با رابطه زیر تقریب می

(12                                                 )( )
( )( ) ( )( )

1 2
0 2

1 exp 1 exp
Pek

C C
V x C

x xg a g a
= + +

+ +
 

)در پتانسیل فوق بایستی هر دو پتانسیل، یعنی  2Cو  0C ،1Cبه منظور بدست آوردن ضرایب  )V xl  و

( )PekV x 0را حولx  یعنیr R   دهیمبسط داده و سپس با هم برابر قرار: 

(13)             

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 3

2 2

2

2 3 4 2 3

1 2 2
0 12 2

2
2 3

1 11 1 1 1

1 1 2
3 6

1 1 2 1 1 1 1

2

1 11 1

F F F F F F
C G D C G D x

F FF F F F
C G D x

C C C
C C

ga ga

g gg g g g

g g a g g a ga ga

g g g g g g

ag

g gg g

æ ö æ ö
÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- + + + + - - + + - - -÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ +÷ ÷ç ç+ + + +è ø è ø

æ ö- - ÷ç ÷ç+ - + - + - + + + ÷ç ÷ç + ÷ç + + + + +è ø

æ ö
÷ç= + + - ç +çç+ ++ + è ø ( )

( )

( )

2
2

1 23

2 11

2 11
x C C x

ga g g

gg

æ ö-- ÷ç÷ ÷+ ç +÷ ÷ç÷ ÷÷ ÷ç ++ è ø

 

شود که پتانسیل تقریب زده شده با پتانسیل  یک فاصله اختیاری است و طوری انتخاب می Rفاصله شعای 

از دو طرف تساوی  xهای یکسان  با برابر قرار دادن ضرایب تواناصلی کمترین اختلاف را داشته باشد. 

 شود: سازی می به شکل زیر متقارن آیند. و در نتیجه پتانسیل ت میبدس 2Cو  0C ،1Cضرایب  (،13رابطه )
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(14                  )                                        
    

1 0 2
eff 0 2

1 exp 1 exp

C V C
V x C

x x   


  

 
 

 

 مکانيک کوانتومی ابرتقارنی:

وانتومی ابرتقارنی یک روش عملگری مناسب را برای حل دقیق معادله شرودینگر با مکانیک ک

گذارد. اکنون به قسمت شعاعی معادله شرودینگر سه بعدی در  های شکل ناوردا در اختیار می پتانسیل

 گردیم: مختصات کروی باز می

(15        )                                                         
   

22
0

eff 0 02 22

d u x
V x E u x

R dx
   

h 

 شود: در این روش، ابرپتانسیل به صورت زیر تعریف می

(16                                    )                                                   
 

 
0

2
02

u x
W x

u xR


 


 

نسیل ( ارتباط بین پتا15با جایگذاری این رابطه در معادله شرودینگر ) effV x  و ابرپتانسیل به شکل زیر

 آید: بدست می

(17           )                                                         2

eff 0
22

V x E W x W x
R

  


h 

اکنون براساس تقارن موجود در پتانسیل  V x ( ( ابرپتانسیل را به14)رابطه) کنیم: شکل زیر فرض می 

(18                                             )                      
 2 1 exp2

B
W x A

xR  

 
      

h 

 آیند: ( روابط زیر بدست می17( در رابطه )18با جایگذاری رابطه )

(19                                                )                  

 

   

   

2
2

0 02

2

1 02

2
2

22

2

2
2

2

A C E a
R

B AB C V b
R

B B C c
R










  




  



  





h

h

h

 

 شوند: به صورت زیر حاصل می Bو  Aدر نتیجه ضرایب 
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(2۰)                                                             

 

 
 

 
 

2
2

22

2
1 0

2

2
1 2 0

2

2
4

2

2

2 2

2

2 2

R
C

B a

C VR
A b

B

C C VB R
A c
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h

h

h

 

( و 19(a)با استفاده از روابط )آید.  ( بدست می19(c)( و )19(b)از مجموع دو رابطه ) cدر رابطه فوق رابطه 

((b)2۰ انرژی حالت پایه )
0E آید: بدست می 

(21           )                                                   
2

2 2
1 0

0 02 2

2

2 2 2

C VR
E C

R B

 



 
    

  

h

h
 

 

 های شکل ناوردا: سلسه مراتب پتانسیل
توانیم طیف انرژی را بدست  ناوردا می های شکل از روش سلسله مراتب هاملیتونی برای پتانسیلاکنون 

های  آوریم. ابتدا با استفاده از ابرپتانسیل بدست آمده پتانسیل 1V x  و 2V x  را به ترتیب از روابط زیر

 آوریم: بدست می

(22           )                                                               
     

     

2

1
2

2

2
2

2

2

V x W x W x
R

V x W x W x
R






 



  
 

h

h
 

 ( در این روابط داریم:19با جایگذاری روابط )

(23)                                        

 
    

 
    

2 2
2

1 22

2 2
2

2 22

2

2 1 exp 1 exp

2

2 1 exp 1 exp

B AB B B
V x A

R x x

B AB B B
V x A

R x x

 

    

 

    

       
    


   
   

    

h

h

 

مانده بدست  و تفریق دو پتانسیل به صورت زیر از هم، جمله باقی A( برای 2۰(c)با استفاده از رابطه )

 آید: می

(24)      
   

 

2
2

2

2 1 2 022

2 1 22 2

2

2
, , 1

2 4

R
C C V

B
R B V B x V B x

R B B
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بستگی ندارد و درنتیجه دو پتانسیل  xمانده به متغیر  جمله باقی شود ملاحظه می 1V x  و 2V x شکل ،

 ناوردا هستند. R B باشد که چنانچه به انرژی حالت پایه افزوده  باقیمانده بین دو پتانسیل همزاد اول می

برابر با حالت برانگیخته اولین ، انرژی در نتیجهآید.  شود، انرژی اولین حالت برانگیخته بدست می

 1 0E E R B  ها را به  کل باید مجموع تمام باقیمانده طیف انرژی برای محاسبه ترتیببدین . ودش می

بنابراین طیف انرژی از رابطه  .انرژی حالت پایه بیافزاییم 0

1

n

n i

i

E E R B


   باiB B i   برابر

 :شود با می

         
    

 

2
2

2
2

1 2 022

1 22 2
1

2
2

, , 1
2 4

n

i n

i

R
C C V

n n B
R B V B n x V B x

R B B n


 


 

  
   

      
  
 
  


hh 

(25               )               
( )( ) ( )
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1 2 022
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R
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n n B
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R B B n

m
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m a

é ùæ ö¢ê ú÷ç ÷ + -çê ú÷- ç ÷çè øê ú= + -ê ú¢ -ê ú
ê ú
ê úë û

hh 

 

 :گيري نتيجه

گذارد که در آن با استفاده از ملاحظات تقارنی، علاوه  مکانیک کوانتومی ابرتقارنی روشی را در اختیار می

توان ترازهای انرژی و تابع موج یک سیستم کوانتومی  می های حل معادله شرودینگر، بر احراز از پیچیدگی

 طیف انرژی محاسبهبرای در این مقاله، از این سازوکار برای  بدست آورد.را ناوردا  پتانسیل شکل شامل یک

 استفاده شده است. ،شوند ساکسون توصیف می-با پتانسیل وودز ای که عموماً های هسته سیستم
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